Lecon 159 - Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et
applications.

Cadre : E est un K-ev de dimension finie n > 1.

. Formes linéaires, espace dual. —

— Def : Une forme linéaire sur E est une application linéaire f : £ — K.

— Def: On note E' := Lin(E, K) le dual de E, cad 'ensemble des formes linéaires sur
E.

— Ex: Si E=K", (21, ..,2,) — x; est une forme linéaire sur E.

Pour f: R™ — R différentiable en a, D, f est une forme linéaire.
M +— Tr(M) est une forme linéaire sur M, (K)

— Pro: dim(E') < dim(E).

— Thm : L’application A € M, (K) — (M — Tr(AM)) € M,(K) est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

— Application du théoréme.

— Pro : Une forme linéaire est soit nulle, soit surjective.

— Théoreme de représentation de Riesz : Soit E un espace de Hilbert. Pour tout f
forme linéaire continue sur E; il existe un unique = € E tel que f(.) =< z,. >, et
I'application f +— = est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

— App : Pour K =R ou C, on obtient ainsi F ~ E’ via I'isomorphisme du Théoréme
de Riesz.

Pour f forme linéaire sur E, on appelle alors vecteur gradient le vecteur x € E tel
que f(.) =<uzx,.>.

— Def : Un hyperplan de E est un s-ev de dimension n — 1.

— Pro : Tout hyperplan H de E est le noyau d’une forme linéaire non-nulle.

. Espace dual. —

. Espace dual, base duale. —

— Def : Soit B = {ey,..,e,} une base de E.
V1 < i < n, la forme linéaire e} définie sur B par e} (e;) = d; ; s’appelle forme linéaire
coordonnée d’indice i.

— Thm : Pour B une base de E, la famille B’ := {ej, .., e’} est une base de E’, appelée
base duale de B.
On a ainsi dim(E") = dim(E).
Pour tout f € B/, ona: f(x) =3, f(e;)ef(x).

— Ex : Pour la base canonique de R?, on a e} ((x,y)) = z, e5((z,v)) = v.

— Rem : L’isomorphisme donné par le théoreme entre E et E’ dépend de la base choisie,
et n’est donc pas canonique.

— Ex: Pour E = K,[X], a1, ..,a, € K distincts, et P; les polynomes interpolateurs
de Lagange des a;, la famille (P;) est une base de E, et on sa base duale associée est
faite des P(P) := P(a;).

3.

— Pro : Soient ¢1,..,0. € E' et ¢ : & € E — (p1(2),..,pr(z)) € K". Alors ¢ est
surjective ssi la famille {p;,..,p,} est libre.

Bidual et Bases antéduales. —

— Def : Le bidual de E est le dual du dual de E. On le note E”.

— Théoréme : L’application z € E — (f € E' — f(x) € K) € E” est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.
Cet isomorphisme ne dépend pas de la base choisie (il est donc canonique), et on
peut alors identifier E a E”.

— Rem : En dimension infinie, cette application est injective mais pas forcément sur-
jective.

— Pro : Soit B’ = (f1, .., fn) une base de E’. Alors il existe une unique base (eq, .., €,)
de E telle que V1 <¢ <n, f; =e].
Cette base est appelée base antéduale de B’.

— Ex : Pour la base de M, (K) donnée par les f; ; := Tr(E;;.) € My(K)', la base
antéduale est celle des e; ; := E; ;.

Application transposée et orthogonal d’une partie. —

1. Orthogonalité au sens des formes linéaires. —

— Def: 2 € E et f € F' sont dits orthogonaux ssi f(z) = 0.
— Ex : ¢; est orthogonal a e} Vi # j.

— Def: Pour A C E, on définit 'orthogonal de A dans E’ par A+ := {f € E' tq f(z) =
OvVz € A}
Pour B C FE’, on définit orthogonal de B dans E par B° := {z € E tq f(z) =
0vf € B}.

— Pro: At est un s-ev de E’. B° est un s-ev de E.
— Pro: Pour A} C Ay C E,ona Ay C Af.
Pour By C By C E', on a B C BY.
At = (Vect(A))*.
B° = (Vect(B))°.
— Thm : Soit F un s-evde E et Guns-evde E. On a :
dim(F) + dim(F+t) = dim(E) et (F+)° = F.
dim(G) + dim(G®) = dim(E') et (G°)* = G.
— Rem : En dimension infinie, on a encore (F+)° = I, mais pas forcément (G°)+ = G.
— App: Soit Funs-evde E.ona F = E & F+ ={0}.
— Cor : Equation d’un s-ev : Soient f1, .., f, € E' telles que rg(f1,.., fp) =7.
Alors le s-ev F := {x € E tq fi(z) = 0Vi} est de dimension n-r.
Réciproquement, si F est un s-ev de E de dimension q, il existe n-q formes linéaires
91, .-gn—q de E’ linéairement indépendantes telles que F' = {z € E tq g;(z) = 0Vj}.
— Ex : L’ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur un hyperplan de E forme
une droite vectorielle de E’.



App : Soient A;, As deux s-ev de E. On a :

(A] + Ax)t = AL N As et (A N Ag)t = A + Ax.

Rem : Dans un espace de Hilbert, I’orthogonalité au sens des formes linéaires coincide
avec lorthogonalité au sens du produit scalaire : Pour f € E' et x € E tq f(.) =<
z,.> ona f(y) =0& <z,y >=0.

. Transposée d’une partie. —

Def : Soient E,F deux K-ev, et uw € L(E, F). Pour tout f € F/,;ona fou € E'.
L’application linéaire f € F' — fou € E’ est appelée application transposée de u
et est notée u?.

Pro : Si E,F sont de dimension finie, on a rg(u) = rg(u?), et Im(u?) = Ker(u)*.
En dimension quelconque, on a I'm(u)* = Ker(u?).

Pro : Pour E,;F,G des K-ev, uw € L(E,F),v € L(F,G) on a (vou)" = u' ov’.
Pro : Soit u € End(E). Un s-ev F de E est u-stable ssi F'* est u’-stable.

Pro : Dans un espace vectoriel euclidien, la transposée coincide avec ’adjoint.
Pro : Utilisation de la transposée dans des récurrences sur la dimension.

Pro : Changement de base dans le dual.

. Formes linéaires en analyse. —

Théoreme de Hahn-Banach géométrique : Soit E un espace vectoriel normé, F un
s-ev de E, et A un ouvert convexe de E telle que FN A = (.

Alors il existe un hyperplan H tel que F C H et HN A = ().

Cor : Soit E un R-ev normé, et C un convexe compact de E.

Alors x € CssiVf € B, f(z) < supc(f).

Dev : L’enveloppe convexe de O, (R) est la boule unité fermée de M, (R) pour la
norme ||.|5.

Diagonalisation des endomorphismes symétriques : Soit E un espace vectoriel eucli-
dien de dim finie, et f € End(E) tel que Mat(f, B) = Mat(f, B)! dans une base
orthonormée de E. Alors il existe une base orthonormée B’ telle que tous les vecteurs
de B’ soient des vecteurs propres de f.

Dev : Soit P € R[X] de degré n, et de racines complexes A1, ;)\, de multiplicités
a1, 0.

On pose s; := > .o, ;AL pour I > 0, et S,,((21,2,)) := Zi’k<n Si4kTi-T, qui est
une forme quadratique sur R™. B

Si (p, q) est la signature de S,,, on montre alors que P posséde p+ ¢ racines distinctes,
dont p — q exactement sont réelles.

Inégalité de Hadamard : Soit M € M, (R) et Xi,..,X,, les colonnes de M. Alors
det(M) < X [--] Xn]l2-

Géométriquement, pour des arrétes de longueur donnée, un hyper-paralléllépipede
est de volume maximal s’il est un hyper-rectangle.
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